Fonction Z\^eta de Hurwitz p-adique et irrationalit\'e by Bel, Pierre
ar
X
iv
:0
70
5.
14
30
v1
  [
ma
th.
NT
]  
10
 M
ay
 20
07
Fontion Zêta de Hurwitz p-adique et irrationalité
Pierre Bel
24 otobre 2018
The knowledge on irrationality of p-adi zeta values has reently pro-
gressed. The irrationality of ζ2(2), ζ2(3) and of a few other p-adi series
of Dirihlet was obtained by F. Calegari(f. [Ca℄). F. Beukers gave a
more elementary proof of this result(f. [Be℄). In parallel, T. Rivoal has
just obtained, in the omplex ase, some Padé approximants of Lerh
funtions (f. [Ri2℄). It is this work whih, transposed to Cp, enables us
to obtain results of irrationality and linear independene.
1 Introdution
1.1 Préliminaires
Soit p un nombre premier. On note vp la valuation p- adique sur Q et |.|p = p
−vp
la valeur absolue p-adique. On
pose qp = p si p 6= 2 et q2 = 4. Pour x ∈ Z
∗
p, on désigne par ω(x) l'unique raine de l'unité, d'ordre p− 1 si p 6= 2, et
d'ordre 2 si p = 2, telle que |x − ω(x)|p ≤ q
−1
p . On étend la dénition de ω à Q
∗
p en posant ω(x) = p
vp(x)ω(p−vp(x)x),
et on pose < x >= x
ω(x) (don < px >=< x > pour tout x ∈ Q
∗
p).
On note logp la fontion dénie par
logp(1 + x) =
+∞∑
k=1
(−1)k+1
xk
k
pour x ∈ Cp tel que |x|p < 1.
0n note ζ(s, x) la fontion zêta de Hurwitz dénie par
ζ(s, x) =
+∞∑
k=0
1
(n+ x)s
pour (s, x) ∈ C × R, ave ℜ(s) > 1 et x > 0. Pour x xé, ette fontion admet un prolongement en une fontion
holomorphe sur C\{1}, dont 1 est un ple d'ordre 1 et de résidu 1.
La formule d'Euler-MaLaurin onduit aisément au développement asymptotique suivant, pour x→ +∞ :
ζ(s, x) =
x1−s
s− 1
−
k∑
j=1
(
−s
j − 1
)
Bj
j
x1−s−j +O(x−s−k) (1)
où les Bj sont les nombres de Bernoulli, et pour tout k ≥ 1 le symbole O est uniforme en s pour s borné. Par passage
à la limite sur s, on en déduit que la valeur en 1 de la fontion holomorphe s 7−→ ζ(s, x)− 1
s−1 vérie :
(
ζ(s, x) −
1
s− 1
)
s=1
= − lnx+
k∑
j=1
(−1)jBj
j
x−j +O(x−k−1). (2)
La fontion zêta p-adique de Hurwitz peut être exprimée par son développement en série de Laurent :
ζp(s, x) =
< x >1−s
s− 1
− < x >1−s
+∞∑
j=1
(
−s
j − 1
)
Bj
j
x−j . (3)
1
Ce développement est p-adiquement onvergent pour |x|p > 1 ar le nombre(
−s
j − 1
)
= (−1)j−1
(
s+ j − 2
j − 1
)
est entier. On a aussi :
lim
s→1
(ζp(s, x)−
1
s− 1
) = − logp < x > +
+∞∑
j=1
(−1)jBj
j
x−j . (4)
On pourra se référer au livre de H. Cohen ([Coh℄) pour une vision exhaustive de es diérents résultats.
La onnaissane sur l'irrationalité de valeurs des fontions z êta p-adiques a progressé réemment. L'irrationalité
de ζ2(2), ζ2(3) et de quelques autres séries de Dirihlet p-adiques a été obtenue par F. Calegari(f. [Ca℄). F. Beukers en
a donné une interprétation plus élémentaire(f. [Be℄). Parallèlement, T. Rivoal vient d'obtenir, dans le as omplexe,
ertains approximants de Padé de fontions de Lerh (f. [Ri2℄) et d'étudier leur propriétés diophantiennes. C'est e
travail qui, transposé à Cp, nous permet d'obtenir des résultats d'irrationalité et d'indépendane linéaire, grâe à
un ritère omparable à elui de Nesterenko, mais dans lequel nous utilisons des formes linéaires supposées a priori
indépendantes. Un point ruial de notre travail sera d'ailleurs de vérier que ette ondition est bien satisfaite dans
l'appliation que nous en ferons (N.D.L.R. lemme du déterminant).
1.2 Résultats
Soient un entier e ≥ 2, v = ppm(e, p− 1), ξ une raine primitive e-ème de l'unité et χ une raine primitive v-ème
de l'unité.
Pour un nombre p-adique x, tel que |x|p ≥ p et s un entier stritement positif, on pose
T˜p(s, x) =
e−1∑
j=0
ξ−jζp
(
s,
x+ j
e
)
si s > 1 et |x| ≥ qp (5)
=
e−1∑
j=0
((−1)s−1ξ)−jζ2
(
s,
x+ j
e
)
si s > 1, p = 2 et |x|2 = 2 (6)
et
T˜p(1, x) = lim
s→1
T˜p(s, x) = lim
s→1
e−1∑
j=0
ξ−jζp(s,
x+ j
e
). (7)
Théorème 1 Soit x = a
b
un rationnel, tel que |x|p ≥ p, et soit A un entier supérieur ou égal à 2.
Alors la dimension τ de l' espae vetoriel engendré sur Q(χ) par la famille
{
1,
(
T˜p(s, x)
)
s∈[1,A]
}
vérie
τ ≥
[Qp(ξ) : Qp]
ϕ(v)
A ln |x|p
ln b+
∑
q|b
ln q
q − 1
+A+ (A− 1) ln 2
.
Théorème 2 Pour tout entier A supérieur ou égal à 2, il existe une borne MA expliite tel que si le nombre premier
p est plus grand que MA alors
l'ensemble
{
ζp
(
s, 1
p
)
− ζp
(
s, p+22p
)}
s∈[1,A]
ontient au moins A− 1 nombres irrationnels.
Le point ruial de la démonstration des résultats est le alul du déterminant de la partie 5 qui permet d'appliquer
le ritère d'indépendane linéaire suivant.
2
2 Critère d'indépendane linéaire
On rappelle la formule du produit pour un orps de nombres K. Pour v une plae de K, on note Kv et Qv les
omplétés de K et Q pour ette plae et ηv = [Kv : Qv].
Si α ∈ K∗, alors on a
0 =
∑
v plae de K
ηv ln |α|v .
De plus ∑
v plae de K innie
ηv = [K : Q]
Si α est un élément non nul de O(K), omme |α|v ≤ 1 pour toute plae nie v de K, si p est une plae nie, on a :
ηp ln |α|p +
∑
v infinie
ηv ln |α|v ≥ 0.
Soitm un nombre entier positif. Pour L = (ℓ1, ...ℓm) ∈ K
m
, et θ = (θ1, ..., θm) ∈ C
m
p , on note (L, θ) = ℓ1θ1+...+ℓmθm.
Si v est une plae de K, on note ‖L‖v = max1≤j≤m |ℓj |v.
Lemme 1 Soit p un nombre premier. Soit K un orps de nombres sur Q. On onsidère K omme plongé dans Cp, dans
lequel on note Kp = Qp(K) son adhérene. Soit θ = (θ1, · · · , θm) un élément non nul de Kp. On suppose qu'il existe
m suites (L
(i)
n ), où n ∈ N et 1 ≤ i ≤ m, d'éléments de (O(K))m telles que pour haque n les L
(i)
n , pour 1 ≤ i ≤ m,
soient linéairement indépendants sur K, et des nombres réels stritement positifs c et ρ satisfaisant pour haque i les
onditions :
lim sup
n
1
n
ln ‖L(i)n ‖v ≤ c
pour les plaes innies v, et
lim sup
n
1
n
ln
∣∣∣(L(i)n , θ)∣∣∣
p
≤ −ρ.
Alors la dimension τ du K-sous-espae vetoriel de Kp engendré par les θj pour 1 ≤ j ≤ m vérie
τ ≥
ρ [Kp : Qp]
c [K : Q]
.
Démonstration
Eetuons tout d'abord quelques rédutions. En renumérotant les variables (θi)i∈[1,m], on peut supposer θ1 6= 0. De
plus, en remplaçant les variables (θj)j∈[1,m], par
(
θj
θ1
)
j∈[1,m]
, les hypothèses étant enore vériées, on peut supposer
θ1 = 1.
Si τ est la dimension du K-espae vetoriel engendré par les θj, alors il existe m − τ éléments (A
(i))i∈[τ+1,m] de
(O(K))m, linéairement indépendants sur K, tels que (A(i), θ) = 0 pour tout i ∈ [τ + 1,m].
On peut en faisant des permutations entre les L
(i)
n à haque rang n se ramener au as, où pour tout n ∈ N, la
famille (L
(1)
n , · · · , L
(τ)
n , A(τ+1), · · · , A(m)) est libre.
Soit Mn la matrie dont les lignes sont formées des veteurs (L
(1)
n , · · · , L
(τ)
n , A(τ+1), · · · , A(m)), i.e., en posant
L
(i)
n = (ℓ
(i)
n,1, ...ℓ
(i)
m,1, ) et A
(i) = (a
(i)
1 , · · · , a
(i)
m ),
Mn =


ℓ
(1)
n,1 ℓ
(1)
n,2 · · · ℓ
(1)
n,m
· · · · · · · · · · · ·
ℓ
(τ)
n,1 ℓ
(τ)
n,2 · · · ℓ
(τ)
n,m
a
(τ+1)
1 a
(τ+1)
2 · · · a
(τ+1)
m
· · · · · · · · · · · ·
a
(m)
1 a
(m)
2 · · · a
(m)
m


Comme la matrie est non singulière, on a
3
Λn = det(Mn) 6= 0
Comme Λn appartient à O(K), on en déduit que
0 ≤ ηp ln |Λn|p +
∑
v innie
ηv ln |Λn|v. (8)
Le développement du déterminant, nous permet d'obtenir pour les plaes innies :
lim sup
n
ln |Λn|v
n
≤ τ c. (9)
Pour le alul du déterminant, on peut aussi ajouter à une olonne, une ombinaison linéaire des autres olonnes. En
ajoutant à la première, les olonnes suivantes respetivement multipliées par θj , on obtient :
Λn =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(L
(1)
n , θ) ℓ
(1)
n,2 · · · ℓ
(1)
n,m
· · · · · · · · · · · ·
(L
(τ)
n , θ) ℓ
(τ)
n,2 · · · ℓ
(τ)
n,m
0 a
(τ+1)
2 · · · a
(τ+1)
m
· · · · · · · · · · · ·
0 a
(m)
2 · · · a
(m)
m
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Le développement du déterminant sous ette forme nous permet d'obtenir :
lim sup
n
ln |Λn|p
n
≤ −ρ (10)
En divisant l'inéquation (8) par n et utilisant (9) et (10), on en déduit :
0 ≤ −ρ ηp + τc
∑
v innie
ηv
Comme
∑
v innie
ηv = [K : Q], le résultat est don démontré.
3 Approximants de Padé simultanés de fontions Zêta de Hurwitz
Dans ette partie, omme dans la suite, ξ est une raine primitive e-ème de l'unité ave e entier, e ≥ 2.
On dénit, pour x un nombre omplexe diérent d'un entier négatif, s un entier stritement positif et z un nombre
omplexe tel que |z| ≤ 1 et z 6= 1, φ la fontion de Lerh :
φs(x, z) =
+∞∑
k=0
zk
(k + x)s
On remarque pour ℜ(x) > 0 et pour m > 0 entier, l'expression
φm(x, z) =
+∞∑
k=0
zk
(k + x)m
=
+∞∑
k=0
(−1)m−1
(m− 1)!
zk
∫ 1
0
tx−1+k(ln t)m−1dt =
(−1)m−1
(m− 1)!
∫ 1
0
tx−1(ln t)m−1
1− zt
dt
qui montre la onvergene de la série
∑+∞
k=0
zk
(k+x)m pour |z| ≤ 1 et z 6= 1, et permet de prolonger la fontion φm(x, z)
en une fontion holomorphe en z sur C \ [1,+∞[. Par translation entière, il en est nalement ainsi pour tout nombre
omplexe x tel que −x 6∈ N.
On suppose que A est un entier supérieur ou égal à 2, onsidéré omme xé. Le nombre n est un entier positif
vériant An ≥ n+ 3.
4
On rappelle que le symbole de Pohamer est noté
(t)m =
∏
0≤j<m
(t+ j)
pour t ∈ C et m ∈ Z.
Posons pour q ∈ [0, A] et un nombre x tel que x /∈ Z−
R(q)n (k) = n!
A−1 (k)n+1
(k + x)An (x+ k + n)
q
et
S(q)n (x, z) =
∞∑
k=0
R(q)n (k) z
−k.
La fration rationnelle R
(q)
n (k) est de degré n+1−An− q par rapport à k don de degré inférieur ou égal à −2, vu
les hypothèses. La fontion S
(q)
n (x, z) est don dénie pour tout omplexe z de module supérieur ou égal à 1. La série
S
(q)
n (x, z) onverge normalement sur l'ensemble des omplexes x de partie réelle plus grande que 1 et des omplexes z
de module plus grand que 1.
Proposition 1 Il existe A + 1 polynmes (P
(q)
s (x, z))s∈[0,A] à oeients rationnels de degré en x au plus n + 1, de
degré en z au plus n, et le degré en z de P
(q)
s (x, z) est même au plus n− 1 si s > q, tels que pour tout z ave |z| ≥ 1
et z 6= 1 et tout x 6∈ −N, on ait :
S(q)n (x, z) = P
(q)
0 (x, z) +
A∑
s=1
P (q)s (x, z)φs
(
x,
1
z
)
. (11)
De plus, on a, quand ℜ(x)→ +∞
S(q)n (x, z) = o(x
−An+n+3−q).
Démonstration
La déomposition en éléments simples de R
(q)
n (k) nous donne
R(q)n (k) =
A∑
s=1
n∑
j=0
r
(q)
j,s (x)
(k + x+ j)s
où
r
(q)
j,s (x) =


1
(A−s)!
(
d
dk
)A−s [
R
(q)
n (k)(x+ k + j)A
]
|k=−j−x
si j ∈ [0, n− 1] et s ∈ [1, A]
1
(q−s)!
(
d
dk
)q−s [
R
(q)
n (k)(x + k + n)q
]
|k=−n−x
si j = n et s ∈ [1, q]
0 si j = n et s ∈ [q + 1, A]
.
Remarquons tout de suite que, pour q > 0,
r(q)n,q(x) =
[
R(q)n (k)(x+ k + n)
q
]
k=−n−x
= n!A−1
(−n− x)n+1
(−n)An
6= 0. (12)
Par le hangement de variable l = −k − x, on obtient
r
(q)
j,s (x) =


(−1)A−s
(A−s)!
(
d
dl
)A−s [
R
(q)
n (−l − x)(j − l)A
]
|l=j
si j ∈ [0, n− 1] et s ∈ [1, A]
(−1)q−s
(q−s)!
(
d
dl
)q−s [
R
(q)
n (−l− x)(j − l)q
]
|l=n
si j = n et s ∈ [1, q]
0 si j = n et s ∈ [q + 1, A]
.
5
On en déduit
r
(q)
j,s (x) =


(−1)A−s
(A−s)!
(
d
dl
)A−s [
n!A−1 (−l−x)n+1
(−l)An (n−l)
q (j − l)
A
]
|l=j
si j ∈ [0, n− 1] et s ∈ [1, A]
(−1)q−s
(q−s)!
(
d
dl
)q−s [
n!A−1 (−l−x)n+1(−l)An
]
|l=n
si j = n et s ∈ [1, q]
0 si j = n et s ∈ [q + 1, A]
. (13)
Les fontions r
(q)
j,s (x) sont don des polynmes en x de degré au plus n+ 1.
S(q)n (x, z) =
∞∑
k=0
A∑
s=1
n∑
j=0
r
(q)
j,s (x)
(k + x+ j)s
z−k.
Il en résulte que
S
(q)
n (x, z) =
A∑
s=1
n∑
j=0
+∞∑
k=0
r
(q)
j,s (x)
(k + x+ j)s
z−k
=
A∑
s=1
n∑
j=0
r
(q)
j,s (x)z
j
+∞∑
k=0
z−k−j
(k + x+ j)s
=
A∑
s=1
n∑
j=0
r
(q)
j,s (x)z
j
[
φs
(
x,
1
z
)
−
j−1∑
k=0
z−k
(k + x)s
]
=
A∑
s=1
φs
(
x,
1
z
) n∑
j=0
r
(q)
j,s (x)z
j −
A∑
s=1
n∑
j=0
r
(q)
j,s (x)z
j
j−1∑
k=0
z−k
(k + x)s
.
.
On a don
S
(q)
n (x, z) = P
(q)
0 (x, z) +
A∑
s=1
P (q)s (x, z)φs
(
x,
1
z
)
,
où l'on a posé
P
(q)
0 (x, z) = −
A∑
s=1
n∑
j=0
r
(q)
j,s (x)z
j
j−1∑
k=0
z−k
(k + x)s
,
et, pour tout s ∈ [1, A]
P (q)s (x, z) =
n∑
j=0
r
(q)
j,s (x)z
j . (14)
Les égalités (13) montrent immédiatement que pour s ≥ 1, P
(q)
s (x, z) est un polynme à oeients rationnels de
degré en x au plus n+ 1 et de degré en z au plus n. On voit diretement que le degré en z de P
(q)
s est au plus n− 1,
si s > q.
Pour P
(q)
0 (x, z), on voit diretement que 'est un polynme en z de degré au plus n. De plus, on remarque que
j−1∑
k=0
zj−k
(k + x)s
=
(−1)s−1
(s− 1)!
(
d
dl
)s−1 [ j∑
k=1
zk
(l − k + x)
]
|l=j
Il en résulte que pour j ∈ [1, n− 1]
6
A∑
s=1
r
(q)
j,s (x)
j−1∑
k=0
zj−k
(k + x)s
=
A∑
s=1
(−1)s−1
(s− 1)!
(
d
dl
)s−1 [ j∑
k=1
zk
l − k + x
]
|l=j
(−1)A−s
(A− s)!
(
d
dl
)A−s [
R(q)n (−l − x)(j − l)
A
]
|l=j
= (−1)
A−1
(A−1)!
A∑
s=1
(
A− 1
s− 1
)(
d
dl
)s−1 [ j∑
k=1
zk
l − k + x
]
|l=j
(
d
dl
)A−s [
R(q)n (−l − x)(j − l)
A
]
|l=j
= (−1)
A−1
(A−1)!
(
d
dl
)A−1 [
R
(q)
n (−l− x)(j − l)A
j∑
k=1
zk
l − k + x
]
|l=j
(15)
On a
R(q)n (−l− x)(j − l)
A
j∑
k=1
zk
l − k + x
= n!A−1
(−l − x)n+1
(−l)An (−l + n)
q
(j − l)A
j∑
k=1
zk
l − k + x
(16)
Comme les ples simples en x de
j∑
k=1
zk
l − k + x
sont des zéros de (−l− x)n+1, R
(q)
n (−l− x)(j − l)A
j∑
k=1
zk
l − k + x
est un
polynme en x de degré au plus n. On justie de manière similaire le as j = n et il en résulte que P
(q)
0 (x, z) est un
polynme de degré au plus n par rapport à x. La première partie de la proposition est don démontrée.
Pour le dernier point, on a la majoration pour ℜ(x) > 0 :∣∣∣xAn−n−3+qS(q)n (x, z)∣∣∣ ≤ n!A−1+∞∑
k=0
(k)n+1|x|
An−n−3+q
|k + x|An+q
≤ n!A−1
+∞∑
k=0
(k)n+1|x|
An−n−3+q
|x+ k|An−n−3+q|k + x|n+3
≤ n!A−1
+∞∑
k=0
(k)n+1
|k + x|n+3
La onvergene normale de la dernière série sur l'ensemble des omplexes x tels que ℜ(x) > 1 permet de passer à
la limite sous le signe somme et on onlut que
lim
ℜ(x)→+∞
∣∣∣xAn−n−3+qS(q)n (x, z)∣∣∣ = 0.
La proposition est don démontrée.
Corollaire 1 On a
S
(q)
n (x, ξ) = P
(q)
0 (x, ξ) +
A∑
s=1
P (q)s (x, ξ)φs(x, ξ
−1)
et, lorsque ℜ(x)→ +∞,
S
(q)
n (x, ξ) = o(x−An+n+3)
Lemme 2 On a :
φs(x, 1) = ζ (s, x)
φs(x, ξ
−1) =
1
es
e−1∑
j=0
ξ−jζ
(
s,
x+ j
e
)
La preuve est évidente.
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4 Propriétés arithmétiques des polynmes P
(q)
s (x, z)
On pose dn = ppm(1, · · · , n). On sait par le théorème des nombres premiers que
ln dn ∼ n.
On pose pour tout entier b non nul et pour entier positif n
µn(b) = b
n
∏
q|b
q⌊
n
q−1⌋.
(où q désigne un nombre premier).
Lemme 3 Si x est un nombre rationnel a
b
(b > 0) et k un entier appartenant à l'intervalle [0, n], alors les nombres
(x)n
n!
µn(b) et
(x)n+1
n!(x+ k)
µn(b)dn sont des entiers et on a
lim
n→+∞
1
n
ln (µn(b)) = ln b+
∑
q|b
ln q
q − 1
. (17)
Démonstration
On a
(x)n
n!
µn(b) =
n−1∏
i=0
(bi+ a)
n!
∏
q|b
q⌊
n
q−1⌋.
Montrons que la valuation q-adique de e nombre rationnel est positive ou nulle pour tout nombre premier q.
 Si q divise b, alors la valuation q-adique de n! étant au plus
⌊
n
q−1
⌋
, on en déduit que la valuation q-adique est
positive ou nulle.
 Si q ne divise pas b, alors la valuation q-adique de
n−1∏
i=0
(bi+ a) est égale à elle de
n−1∏
i=0
(i+
a
b
). Dans l'intervalle
[0, n− 1], pour un entier positif j, il y a au moins
⌊
n
qj
⌋
entiers ongrus à −a
b
modulo qjZq. La valuation q-adique
de
n−1∏
i=0
(i+
a
b
) est don au moins
∞∑
j=1
⌊
n
qj
⌋
qui est exatement la valuation q-adique de n!. La valuation q-adique
est don positive ou nulle.
Le nombre
(x)n
n!
µn(b) est don bien un entier.
On a
(x)n+1
n!(x+ k)
µn(b)dn =
∏
0≤i≤n,i6=k
(bi+ a)
n!

∏
q|b
q⌊
n
q−1⌋

 dn.
Pour ela, montrons que pour tout nombre premier q, la valuation q-adique de e nombre rationnel est positive ou
nulle.
Si q divise b, ei est évident puisque vq(n!) <
n
q−1 .
On suppose don que q ne divise pas b. Pour tout entier j ompris entre 1 et J =
⌊
lnn
ln q
⌋
, on désigne par νj le
nombre d'entiers i vériant 0 ≤ i ≤ n, i 6= k et i ≡ −a
b
mod qj . Le nombre
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Y =
n∏
0≤i≤n,i6=k
(bi+ a)
est de valuation q-adique
vq(Y ) ≥
J−1∑
j=1
j(νj − νj+1) + JνJ =
J∑
j=1
νj .
Pour haque j ompris entre 1 et J , et pour haque entier tel que 0 ≤ K ≤ n
qj
− 1, il y a un entier i appartenant
à l'intervalle [Kqj, (K + 1)qj [ tel que i ≡ −a
b
mod qj . Le nombre de es intervalles disjoints est
⌊
n
qj
⌋
, par suite
νj ≥
⌊
n
qj
⌋
− 1. On a don
vq(Y ) ≥
J∑
j=1
⌊
n
qj
⌋
− J.
Or vq(n!) =
∑J
j=1
⌊
n
qj
⌋
et vq(dn) = J , on en déduit
vq(Y )− vq(n!) + vq(dn) ≥ 0.
On onlut que le nombre
(x)n+1
n!(x+k)µn(b)dn est de valuation q-adique positive ou nulle. Le nombre
(x)n+1
n!(x+k)µn(b)dn est
don bien un entier.
Pour la limite (17), le alul est diret.
Proposition 2 Pour tout nombre premier p, et tout s ∈ [1, A], on a
p⌊
n
p−1⌋dA−sn P
(q)
s (x, ξ) ∈ Zp[ξ][x]
et
p⌊
n
p−1⌋dA−1n P
(q)
0 (x, ξ) ∈ Zp[ξ][x].
De plus, pour un nombre rationnel
a
b
, ave (a, b) = 1, pour tout s ∈ [1, A], on a
b dA−sn µn(b)P
(q)
s (
a
b
, ξ) ∈ Z[ξ]
et
dAnµn(b)P
(q)
0 (
a
b
, ξ) ∈ Z[ξ].
Démonstration
Démontrons d'abord le premier et le troisième point. Supposons j ∈ [0, n − 1] (le as j = n se traite de manière
similaire, en se limitant à s ≤ q)
D'après (13)
r
(q)
j,s (x) =
(−1)A−s
(A− s)!
(
d
dl
)A−s [
n!A−1
(−l − x)n+1
(−l)An (n− l)
q
(j − l)A
]
|l=j
.
Érivons
n!A−1
(−l − x)n+1
(−l)An (n− l)
q
(j − l)A = F (l)G(l)A−1H(l),
où F (l) =
(−l− x)n
(−l)n+1
(j − l), G(l) =
n!
(−l)n+1
(j − l) et H(l) = (−l + n)A−q(n− l − x) .
Déomposons maintenant F (l) et G(l) en éléments simples
9
F (l) = 1 +
∑
m 6=j
0≤m≤n
(j −m)fm
m− l
, G(l) =
∑
m 6=j
0≤m≤n
(j −m)gm
m− l
,
où
fm =
(−m− x)n∏
h 6=m
0≤h≤n
(h−m)
= (−1)m
(−m− x)n
n!
(
n
m
)
et
gm =
n!∏
h 6=m
0≤h≤n
(h−m)
= (−1)m
(
n
m
)
.
Il est immédiat que gm est un entier. D'autre part n! fm ∈ Z[x], don p
⌊ np−1⌋fm ∈ Zp[x]. De plus le lemme 3
implique que pour x = a
b
, µn(b)fm est un entier. On note Dλ =
1
λ!
(
d
dl
)λ
, on a alors pour tout entier λ ≥ 0 :
(DλF (l))|l=j = δ0,λ −
∑
m 6=j 0≤m≤n
fm
(m− j)λ
et
(DλG(l))|l=j = −
∑
m 6=j 0≤m≤n
gm
(m− j)λ
.
On a don montré que, pour tout λ entier positif,
dλn (DλG(l))|l=j ∈ Z et p
⌊ np−1⌋dλn (DλF (l))|l=j ∈ Zp[x]. (18)
De plus, pour x = a
b
, dλnµn(b) (DλF (l))|l=j est entier. Enn les dérivées Dλ(H(l))|l=j sont des polynmes de Z[x] de
degré au plus 1, et pour x = a
b
, bDλ(H(l))|l=j est entier.
Grâe à la formule de Leibniz, on a
DA−s
[
n!A−1
(−l− x)n+1
(−l)An (n− l)
q
(j − l)A
]
|l=j
=
∑
ν
(Dν0 (F ))|l=j (Dν1 (G))|l=j · · · .
(
DνA−1 (G)
)
|l=j
(DνA (H))|l=j
(où la somme est sur les multi-indies ν ∈ NA+1 tels que ν0+ · · ·+νA = A−s), on déduit alors que p
⌊ np−1⌋dA−sn r
(q)
j,s (x)
appartient à Zp[x] et que b d
A−s
n µn(b) r
(q)
j,s (x) est un élément de Z. Le premier et le troisième point sont alors démontrés.
Pour le deuxième et le quatrième point, en utilisant les équations (15) et (16), il sut de montrer que
p⌊
n
p−1⌋dA−1n
(A− 1)!
(
d
dl
)A−1 [
n!A−1
(−l − x)n+1
(−l)An (−l + n)
q
(j − l)A
1
l − k + x
]
|l=j
∈ Zp[x]
et, pour x = a
b
,
dAnµn(b)
(A− 1)!
(
d
dl
)A−1 [
n!A−1
(−l − x)n+1
(−l)An (−l + n)
q
(j − l)A
1
l − k + x
]
|l=j
∈ Z.
Érivons
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n!A−1
(−l − x)n+1
(−l)An (n− l)
q
(j − l)A
1
l − k + x
= F˜ (l)G(l)A−1 H˜(l) (19)
ave
F˜ (l) =
(−l − x)n+1
(−l)n+1
(j − l)
1
l− k + x
, G(l) =
n!
(−l)n+1
(j − l), et H˜(l) = (−l+ n)A−q
Grâe au résultat (18) sur G et omme Dλ(H˜(l))|l=j est un entier, il sut de montrer que p
⌊ np−1⌋dλnDλ(F˜ (l))|l=j
appartient à Zp[x] et que pour x =
a
b
, dλ+1n µn(b)Dλ(F˜ (l))|l=j est entier ; or
F˜ (l) = −1 +
∑
m 6=j
0≤m≤n
(j −m)f˜m
m− l
ave
f˜m =
(−m− x)n+1
(m− k + x)
∏
h 6=m
0≤h≤n
(h−m)
= (−1)m
(−m− x)n+1
n!(m− k + x)
(
n
m
)
.
On voit don que p⌊
n
p−1⌋f˜m est dans Zp[x], et que, d'après le lemme 3, pour x =
a
b
, dnµn(b)f˜m est entier. La formule
(DλF˜ (l))|l=j = −δ0,λ −
∑
m 6=j 0≤m≤n
f˜m
(m− j)λ
permet alors de onlure omme i-dessus, et les deuxième et quatrième points sont établis.
Corollaire 2 Si x est un nombre rationnel a
b
, alors b dAnµn(b)S
(q)
n (x, ξ) est une ombinaison linéaire à oeients
dans Z[ξ] de
(
φs(x, ξ
−1)
)
s∈[1,A]
et de 1.
Démonstration On utilise le orollaire 1 et la proposition 2.
5 Propriétés asymptotiques des polynmes P
(q)
s (x, z)
Proposition 3 Si x est un nombre omplexe xé, alors
lim sup
n→+∞
|P (q)s (x, ξ)|
1
n ≤ 2A−1.
Démonstration Puisque
|P (q)s (x, ξ)| ≤
n∑
j=0
∣∣∣r(q)j,s (x)∣∣∣
il nous sut de majorer r
(q)
j,s (x). Or on a
r
(q)
j,s (x) =
1
2πi
∫
|z+j+x|= 12
R(q)n (z)(z + j + x)
s−1
dz (20)
=
1
2πi
∫
|z+j+x|= 12
n!A−1
(z)n+1
(z + x)An (x+ z + n)
q
(z + j + x)s−1dz (21)
On en déduit que
|r
(q)
j,s (x)| ≤ 2
−s sup
|z+j+x|= 12
(
n!A−1
|(z)n+1|
|(z + x)An (x+ z + n)
q|
)
. (22)
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Soit m un entier positif tel que |x|+ 12 ≤ m, on a, pour z tel que |z + j + x| =
1
2 ,
|(z)n+1| =
n∏
k=0
|z + k|
=
n∏
k=0
|z + j + x− j − x+ k|
≤
n∏
k=0
(
1
2
+ |x|+ |k − j|
)
≤
n∏
k=0
(m+ |k − j|)
|(z)n+1| ≤ m(m+ 1)...(m+ j)(m+ 1)...(m+ n− j) ≤ (m+ j)!(m+ n− j)!. (23)
Maintenant minorons
|(z + x)n| =
n−1∏
k=0
|z + k + x|
=
n−1∏
k=0
|z + j + x− j + k|
≥
n−1∏
k=0
∣∣∣∣−12 + |k − j|
∣∣∣∣
En minorant par
∣∣|k − j| − 12 ∣∣ ≥ |k − j| − 1 si |k − j| > 1, et par ∣∣|k − j| − 12 ∣∣ ≥ 12 sinon, on obtient, dans tous les as
|(z + x)n| ≥
1
8n3
j!(n− j)!. (24)
En utilisant (23) et (24), on en déduit que
|(z)n+1|
|(z + x)n|
≤ 8n3
m∏
k=1
(j + k)(n− j + k) ≤ 8n3(n+m)2m.
Enn
|(z + n+ x)q | = |(z + x+ j − j + n)|q ≥
1
2q
. (25)
On déduit en utilisant (23), (24) et (25) dans (22) que
∣∣∣r(q)j,s (x)∣∣∣ ≤ 2−s+q+3A(n+m)2mn3A
(
n
j
)A−1
Comme
(
n
j
)
≤ 2n, il en résulte que
|P (q)s (x, ξ)| ≤ 2
−s+q+3A(n+m)2m+3A+12n(A−1).
On onlut don
lim sup
n→+∞
∣∣∣P (q)s (x, ξ)∣∣∣ 1n ≤ 2A−1.
Corollaire 3 Pour tout s ∈ [0, A], on a
lim sup
n
1
n
ln
∣∣∣bµn(b)dAnP (q)s (x, ξ)∣∣∣ ≤ ln b+∑
q|b
ln q
q − 1
+A+ (A− 1) ln 2. (26)
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6 Indépendane linéaire des formes linéaires
On onsidère la matrie
Mn(x, z) =
(
P (q)s (x, z)
)
q ∈ [0, A]
s ∈ [0, A]
(27)
et on note
Ωn(x, z) = detMn .
Proposition 4 On a
Ωn(x, z) = γz
n+1(z − 1)(A−1)n−2xA (28)
où γ ∈ Q∗.
La preuve de ette proposition résultera des lemmes suivants.
Lemme 4 Le polynme Ωn(x, z) est divisible par x
A
.
Démonstration En dérivant (13), on a
d
dx
r
(q)
j,1 (x) =


(−1)A−1
(A−1)!
(
d
dl
)A−1 [
n!A−1 (−l−x)n+1(−l)An (n−l)q
(j − l)A
n∑
k=0
−1
k − l − x
]
|l=j
si j ∈ [0, n− 1]
(−1)q−1
(q−1)!
(
d
dl
)q−1 [
n!A−1 (−l−x)n+1(−l)An
n∑
k=0
−1
k − l − x
]
|l=n
si j = n et q > 0
0 si j = n et q = 0
En utilisant la formule de Leibniz, on obtient, pour j ∈ [0, n− 1],
d
dx
r
(q)
j,1 (x)
=
(−1)A
(A− 1)!
A−1∑
u=0
(
A− 1
u
)(
d
dl
)A−1−u [
n!A−1
(−l− x)n+1
(−l)An (n− l)
q
(j − l)A
]
|l=j
(
d
dl
)u [ n∑
k=0
1
k − l − x
]
|l=j
=
A−1∑
u=0
(−1)u+1r
(q)
j,u+1(x)
n∑
k=0
1
(k − j − x)u+1
.
De même, pour j = n, on a
d
dx
r
(q)
n,1(x) =


A−1∑
u=0
(−1)u+1r
(q)
n,u+1(x)
n∑
k=0
1
(k − n− x)u+1
si q > 0
0 si q = 0.
On en déduit que
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ddx
r
(q)
j,1 (x) =
n∑
k=0
1
(k − j − x)A
A−1∑
u=0
(−1)u+1r
(q)
j,u+1(x)(k − j − x)
A−u−1
=
n∑
k=0
1
(k − j − x)A
A−1∑
u=0
(−1)A−ur
(q)
j,A−u(x)(k − j − x)
u.
Les quantités que l'on dérive étant des polynmes, les dérivées sont aussi des polynmes. On en déduit que, pour tout
j ∈ [0, n], pour tout k ∈ [0, n], le polynme
A−1∑
u=0
(−1)A−ur
(q)
j,A−u(x)(k − j − x)
u
est divisible par (k − j − x)A. Cela
implique que pour tout v ∈ [0, A− 1],
v∑
u=0
(−1)A−ur
(q)
j,A−u(x)(k − j − x)
u
est divisible par (k − j − x)v+1 et don que
1
(k − j − x)v
v∑
u=0
(−1)A−ur
(q)
j,A−u(x)(k − j − x)
u
est un polynme qui s'annule en x = k − j.
Il en résulte en prenant k = j que pour tout j ∈ [0, n] et v ∈ [0, A− 1]
v∑
u=0
1
xv−u
r
(q)
j,A−u(x)
est un polynme qui s'annule en x = 0.
Par linéarité, on obtient que, pour tout v ∈ [0, A− 1]
v∑
u=0
1
xv−u
P
(q)
A−u(x, z) =
v∑
u=0
1
xu
P
(q)
A−v+u(x, z)
est un polynme en x s'annulant en x = 0.
Or, par multilinéarité sur les olonnes du déterminant (27), on obtient :
Ωn(x, z) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P
(0)
0 (x, z)
A−1∑
u=0
1
xu
P
(0)
u+1(x, z)
A−2∑
u=0
1
xu
P
(0)
u+2(x, z) · · · P
(0)
A (x, z)
· · · · · · · · · · · ·
P
(A)
0 (x, z)
A−1∑
u=0
1
xu
P
(A)
u+1(x, z)
A−2∑
u=0
1
xu
P
(A)
u+2(x, z) · · · P
(A)
A (x, z)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(29)
Chaque olonne (exepté la première) est un polynme en x admettant x = 0 omme zéro, on obtient don que x = 0
est zéro d'ordre au moins A de Ωn(x, z). On onlut que x
A
divise Ωn(x, z).
Lemme 5 Le polynme Ωn(x, z) est de degré An− 1 en z.
Démonstration En ajoutant à la première olonne du déterminant (27) les olonnes suivantes multipliées par
φs
(
x, 1
z
)
, on obtient :
Ωn(x, z) =
∣∣∣∣∣∣∣
S
(0)
n (x, z) P
(0)
1 (x, z) · · · P
(0)
A (x, z)
· · · · · · · · · · · ·
S
(A)
n (x, z) P
(A)
1 (x, z) · · · P
(A)
A (x, z)
∣∣∣∣∣∣∣ . (30)
Les éléments de la première olonne sont exatement de degré −1 en z, ar le premier terme de la série S
(q)
n (x, z)
étant nul, on peut faire la somme à partir de k = 1, et on obtient ainsi une série formelle en 1
z
, de degré −1. Les
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autres olonnes sont de degré au plus n en z, grâe à la proposition 1. On en déduit que le déterminant est de degré
au plus An − 1 en z. La proposition 1 nous montre que les éléments surdiagonaux sont de degré inférieur ou égal
à n − 1 en z. On en déduit que dans le développement du déterminant, tous les termes, autres que le produit des
éléments diagonaux, sont de degré en z stritement inférieur à An − 1. Mais les équations (12) et (14) impliquent
que P
(q)
q (x, z) est exatement de degré n en z. Le produit des éléments diagonaux donne don un élément de degré
exatement An− 1. Le degré en z de Ωn(x, z) est don exatement An− 1.
Lemme 6 Le polynme Ωn(x, z) est de degré au plus A en x.
Démonstration Développons l'expression (30) du déterminant Ωn(x, z) par rapport à la première olonne, on obtient
Ωn(x, z) =
A∑
q=0
(−1)qS(q)n (x, z)∆q,0(x, z)
où les ∆q,0(x, z) sont les déterminants extraits.
On a
x−A S(q)n (x, z)∆q,0(x, z) =
+∞∑
k=0
x−A∆q,0(x, z)R
(q)
n (k)z
−k. (31)
Cela implique, pour ℜ(x) > 0
∣∣∣x−A∆q,0(x, z)R(q)n (k)∣∣∣ =
∣∣∣∣x−A∆q,0(x, z)n!A−1 (k)n+1(x+ k)An (x+ k + n)q
∣∣∣∣ ≤ n!A−1
∣∣∣∣ (k)n+1(x+ n)q ∆q,0(x, z)xA(n+1)
∣∣∣∣ . (32)
La proposition 1 permet de majorer le degré en x de ∆q,0(x, z) par A(n+1). Cela implique que pour z xé quelonque,
ave |z| > 1,
∆q,0(x,z)
xA(n+1)
est bornée pour ℜ(x) > 1. On a don pour ℜ(x) > 1
∣∣∣x−A∆q,0(x, z)R(q)n (k)z−k∣∣∣ ≤ K|x|q (k)n+1
∣∣z−k∣∣ (33)
où K = K(z) est une onstante indépendante x.
Le terme de droite de l'inégalité préédente étant le terme général d'une série onvergente pour |z| > 1, on en déduit
que les termes de l'équation (31) tendent vers 0 quand ℜ(x) tend vers +∞ si q > 0 et restent bornés pour q = 0. On
en onlut que le degré en x de Ωn(x, z) est au plus A.
Corollaire 4 Le polynme Ωn(x, z) est de la forme
xAQ(z),
où Q(z) un polynme de degré An− 1.
Démonstration Cela résulte des lemme 4, 5 et 6.
Lemme 7 Le polynme Ωn(x, z) est divisible par z
n+1
.
Démonstration
Du orollaire 4, on déduit
Q(z) = x−AΩn(x, z) = lim
ℜ(x)→+∞
x−AΩn(x, z),
d'où
Q(z) =
A∑
q=0
(−1)q lim
ℜ(x)→+∞
x−AS(q)n (x, z)∆q,0(x, z).
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Le résultat (33) nous permet de onlure que pour |z| > 1, on a
Q(z) = lim
ℜ(x)→+∞
x−AS(0)n (x, z)∆0,0(x, z).
On a de plus
lim
ℜ(x)→+∞
xAnS(0)n (x, z) = lim
ℜ(x)→+∞
n!A−1
+∞∑
k=0
(k)n+1x
An
(k + x)An
z−k = n!A−1
+∞∑
k=0
(k)n+1z
−k. (34)
Or pour |Z| < 1, on a
+∞∑
k=0
(k)n+1Z
k = Z
d
n+1
dZn+1
+∞∑
k=0
Zk+n = Z
d
n+1
dZn+1
Zn
1− Z
= Z
d
n+1
dZn+1
1
1− Z
= (n+ 1)!
Z
(1− Z)n+2
·
Don pour |z| > 1,
lim
ℜ(x)→+∞
xAnS(0)n (x, z) =
n!A (n+ 1) zn+1
(z − 1)n+2
·
Le fait que ∆0,0 soit un polynme en x et z de degré au plus A(n+ 1) en x permet d'obtenir que
lim
ℜ(x)→+∞
x−A(n+1)∆0,0(x, z) (35)
est un polynme M(z).
On a don Q(z) = M(z)n!
A (n+1) zn+1
(z−1)n+2 et il en résulte que z
n+1
divise Q(z).
Lemme 8 Le polynme Ωn(x, z) est divisible par (z − 1)
(A−1)n−2
Démonstration Pour z ∈ C\] −∞, 0], on pose z−t = e−t log z où log z est la détermination du logarithme de z de
partie imaginaire omprise entre −π et π. Considérons l'intégrale
J (q)n (z) =
1
2πi
∫
|t+x|=n+1
R(q)n (t) z
−t
dt
qui dénit une fontion holomorphe pour z ∈ C\]−∞, 0].
La nullité en 1
Par dérivation sous le signe somme, on obtient
d
kJ
(q)
n
dzk
(z) =
(−1)k
2πi
∫
|t+x|=n+1
R(q)n (t) (t)k z
−t−k
dt.
On remarque que
degtR
(q)
n (t) (t)k = n+ 1 + k − An− q.
Or l'intégrale d'une fontion rationnelle de degré inférieur ou égal à −2 est nulle sur un ontour fermé ontenant
l'ensemble de ses ples. Cela implique que, si
k ≤ (A− 1)n+ q − 3,
on a
d
kJ
(q)
n
dzk
(1) = 0. (36)
Lien ave Ωn(x, z)
La formule des résidus nous donne
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J (q)n (z) =
n∑
j=0
Res[t=−j−x]
(
R(q)n (t) z
−t
)
.
On a
e−t log z = e(x+j) log z
∞∑
k=0
(−1)k (t+ x+ j)k(log z)k
k!
.
En utilisant les mêmes notations que pour la proposition 1, on obtient
Res[t=−j−x]
(
R(q)n (t) z
−t
)
=
A∑
s=1
r
(q)
j,s (x)
(−1)s−1 e(x+j) log z(log z)s−1
(s− 1)!
.
On en déduit
J (q)n (z) =
n∑
j=0
A∑
s=1
r
(q)
j,s (x)
(−1)s−1 e(x+j) log z (log z)s−1
(s− 1)!
(37)
J (q)n (z) = e
x log z
A∑
s=1
P (q)s (x, z)
(−1)s−1(log z)s−1
(s− 1)!
. (38)
Dans (30), en ajoutant à la deuxième olonne les suivantes multipliées respetivement par
(−1)s−1(log z)s−1
(s−1)! , on obtient
Ωn(x, z) =
∣∣∣∣∣∣∣
S
(0)
n (x, z) e−x log zJ
(0)
n (z) P
(0)
2 (x, z) · · · P
(0)
A (x, z)
· · · · · · · · · · · · · · ·
S
(q)
n (x, z) e−x log zJ
(A)
n (z) P
(A)
2 (x, z) · · · P
(A)
A (x, z)
∣∣∣∣∣∣∣
Grâe à (36), les fontions J
(q)
n (z) ont un zéro en z = 1 d'ordre au moins (A − 1)n− 2, ela nous permet de onlure
que (z − 1)(A−1)n−2 divise Ωn(x, z).
Démonstration de la proposition 4
Les lemmes 7 et 8 et le orollaire 4 permettent de onlure.
7 Passage du as omplexe au as p-adique et démonstration du théorème
Pour s omplexe tel que ℜ(s) > 1, et x réel positif, on pose
T (s, x) =
1
es
e−1∑
l=0
ξ−lζ(s,
x+ l
e
).
Comme la fontion s 7−→ ζ(s, x+l
e
) peut être prolongée en une fontion holomorphe sur C \ {1} admettant le point 1
ple simple d'ordre 1 et de résidu 1, la fontion s 7−→ T (s, x) peut être onsidérée omme une fontion holomorphe
sur C.
Pour un nombre p-adique x, tel que |x|p ≥ p et s un entier stritement positif, on pose
Tp(s, x) =
e−1∑
j=0
(
x+j
e
)1−s
es
〈
x+j
e
〉1−s ξ−jζp(s, x+ je ) si s > 1 (39)
et
Tp(1, x) =
1
e
lim
s→1
e−1∑
j=0
ξ−jζp(t,
x+ j
e
). (40)
On remarque que
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Tp(s, x) =
1
es
ω
(x
e
)1−s
T˜p(s, x). (41)
Proposition 5 Soit x = a
b
un rationnel, tel que |x|p ≥ p, et soit A un entier supérieur ou égal à 2.
Alors la dimension τ de l' espae vetoriel engendré sur Q(ξ) par la famille
{
1, (Tp(s, x))s∈[1,A]
}
vérie
τ ≥
[Qp(ξ) : Qp]
ϕ(e)
A ln |x|p
ln b+
∑
q|b
ln q
q − 1
+A+ (A− 1) ln 2
.
Lemme 9 Soient s réel, s > 1, et x réel, x > 0. On a pour tout entier k > 0
T (s, x) =
1
e(s− 1)
e−1∑
l=0
ξ−l(x+ l)1−s −
k−1∑
j=1
(
−s
j − 1
)
ej−1
Bj
j
e−1∑
l=0
ξ−l(x+ l)1−s−j +Ox→+∞(x
−s−k+1)
et
T (1, x) = −
1
e
e−1∑
l=0
ξ−l ln(1 +
l
x
) +
k−1∑
j=1
ej−1
(−1)jBj
j
e−1∑
l=0
ξ−l(x+ l)−j +Ox→+∞(x
−k).
Démonstration Le as s > 1 est une appliation direte de l'équation (1). Le as s = 1 résulte de l'équation (2) ar
on peut érire
T (s, x) =
1
es
e−1∑
l=0
ξ−l
(
ζ(s,
x+ l
e
)−
1
s− 1
)
.
Lemme 10 Soient p un nombre premier, s un entier plus grand que 1 et x un élément de Qp, tel que |x|p ≥ p. On a
Tp(s, x) =
1
e(s− 1)
e−1∑
l=0
ξ−l(x+ l)1−s −
∞∑
j=1
(
−s
j − 1
)
ej−1
Bj
j
e−1∑
l=0
ξ−l(x+ l)1−s−j (42)
et
Tp(1, x) = −
1
e
e−1∑
l=1
ξ−l logp(1 +
l
x
) +
+∞∑
j=1
ej−1
(−1)jBj
j
e−1∑
l=0
ξ−l(x + l)−j. (43)
Démonstration Le as s > 1 est une onséquene direte de l'équation (3). Pour le as s = 1, en utilisant l'équation
(4), on obtient :
lim
s→1
e−1∑
l=0
ξ−lζp(s,
x+ l
e
) =
e−1∑
l=0
ξ−l

− ln〈x+ l
e
〉
+
+∞∑
j=1
(−1)jBj
j
(
x+ l
e
)−j
(44)
On doit distinguer deux as
 Si |x|p ≥ qp, alors pour l ompris entre 1 et e − 1, on a
ω
(x
e
)
= ω
(
x+ l
e
)
.
On onlut que
e−1∑
l=0
ξ−l logp
〈
x+ l
e
〉
=
e−1∑
l=0
ξ−l logp
(
x+l
e
ω
(
x
e
)
)
=
e−1∑
l=0
ξ−l logp
(
1 +
l
x
)
+
e−1∑
l=0
ξ−l logp
(
x
e ω
(
x
e
)
)
=
e−1∑
l=1
ξ−l logp
(
1 +
l
x
)
.
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 Si p = 2 et |x|2 = 2, on a alors
ω
(
x+ l
e
)
= (−1)lω
(x
e
)
.
On onlut de même que
e−1∑
l=0
ξ−l log2
〈
x+ l
e
〉
=
e−1∑
l=0
ξ−l log2
(
x+l
e
(−1)lω
(
x
e
)
)
=
e−1∑
l=0
ξ−l log2
(
1 +
l
x
)
+
e−1∑
l=0
ξ−l log2
(
x
e ω
(
x
e
)
)
−
e−1∑
l=0
ξ−l log2
(
(−1)l
)
=
e−1∑
l=1
ξ−l log2
(
1 +
l
x
)
.
Proposition 6 Soit x = a
b
(a et b premier entre eux) un rationnel, tel que |x|p ≥ p, si on note
U (q)n (x) = bµn(b) d
A
n
(
P
(q)
0 (x, ξ) +
A∑
s=1
P (q)s (x, ξ)Tp(s, x)
)
,
on a
lim sup
n
1
n
ln |U (q)n (x)|p ≤ −A ln |x|p.
On va démontrer ette proposition en plusieurs étapes.
On pose
U˜ (q)n (x) = d
A
n
(
P
(q)
0 (x, ξ) +
A∑
s=1
P (q)s (x, ξ)Tp(s, x)
)
.
Lemme 11 On a, pour x un nombre p-adique, tel que |x|p ≥ p
U˜ (q)n (x) =
+∞∑
k=0
unkx
−k
où (unk ) est une suite de nombres rationnels indépendant de x, vériant
unk = 0
pour tout k < A(n− 1)− 3.
Démonstration On a dans le orps des séries de Laurent Q((1/x))
(x+ 1)−j = x−j
+∞∑
m=0
(
−j
m
)
x−m =
+∞∑
m=0
(
−j
m
)
x−m−j
et
logp(1 +
1
x
) =
+∞∑
m=1
(−1)m+1
m
x−m,
On peut don onsidérer les séries formelles de Laurent dans K((1/x)) (où K = Q(ξ))
Θ(s, x) =
1
e(s− 1)
e−1∑
l=0
ξ−l(x+ l)1−s −
∞∑
j=1
(
−s
j − 1
)
ej−1
Bj
j
e−1∑
l=0
ξ−l(x+ l)1−s−j
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pour s entier, s > 1, et
Θ(1, x) = −
1
e
e−1∑
l=1
ξ−l logp(1 +
l
x
) +
+∞∑
j=1
ej−1
(−1)jBj
j
e−1∑
l=0
ξ−l(x+ l)−j .
On peut aluler le terme général de es séries en érivant, pour s > 1,
Θ(s, x) =
1
e
+∞∑
m=1
1
m
(
−s
m− 1
) e−1∑
l=0
ξ−llmx1−s−m −
∞∑
j=1
(
−s
j − 1
)
ej−1
Bj
j
e−1∑
l=0
ξ−l
+∞∑
m=0
(
1− s− j
m
)
lmx1−s−j−m
don
Θ(s, x) =
+∞∑
k=0
ak,sx
−k,
ave ak,s = 0 pour 0 ≤ k < s et, pour k ≥ s :
ak,s =
1
e(k − s+ 1)
(
−s
k − s
) e−1∑
l=0
ξ−llk−s+1 −
k−s+1∑
j=1
ej−1
Bj
j
(
−s
j − 1
)(
1− s− j
k − j − s+ 1
) e−1∑
l=0
ξ−llk−j−s+1. (45)
De même
Θ(1, x) =
+∞∑
k=1
ak,1x
k
ave
ak,1 =
(−1)k−1
ek
e−1∑
l=1
ξ−llk +
k∑
j=1
(−1)jej−1
Bj
j
(
−j
k − j
) e−1∑
l=0
ξ−llk−j . (46)
En utilisant les lemmes 9 et 10, on voit que pour x ∈ Qp ave |x| ≥ p, la série Θ(s, x) onverge, et a pour somme
Tp(s, x), alors que pour x réel positif, on a pour tout entier K ≥ 1 le développement limité
T (s, x) =
K−1∑
k=1
ak,sx
−k +O(x−K ).
Comme les polynmes Ps(x, z) sont de degré au plus n + 1 en x, ela implique que si on onsidère la série formelle
dans K((1/x))
V (q)n (x) = d
A
n (P
(q)
0 (x, ξ) +
A∑
s=1
P (q)s (x, ξ)Θ(s, x)) =
+∞∑
k=−n
unkx
−k
on a pour x réel positif
dAnS
(q)
n (x, ξ)) =
K−1∑
k=−n
unkx
−k +O(x−K)
alors qu'au sens p-adique, pour x rationnel tel que |x| ≥ qp,
U˜ (q)n (x) =
+∞∑
k=−n
unkx
−k.
le orollaire 1 nous donne que
U˜ (q)n (x) = oℜ(x)→+∞(x
−An+n+3−q). (47)
L'uniité du développement limité montre don que unk = 0 si k < A(n− 1)− 3.
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Lemme 12 Les termes unk vérient
|unk |p ≤
k + n+ 1
|e|p
p⌊
n
p−1⌋+1.
Démonstration On rappelle que la valuation p-adique d'une nombre de Bernoulli est supérieure ou égale à −1, par
le théorème de Clausen-von Staudt (f. [Coh℄ pour une démonstration) et que pour tout entier n stritement positif et
tout entier positif i,
(
−n
i
)
= (−1)i
(
n+i−1
i
)
est un entier. Les expressions (45) et (46) nous donnent don diretement,
pour s entier, s ≥ 1,
|ak,s|p ≤
k
|e|p
p.
La proposition 1 et la proposition 2 assurent que les polynmes dAnP
(q)
s (x, z) sont de degré en x au plus n+ 1 et ont
des oeients majorés par p⌊
n
p−1⌋
en valeur absolue p-adique.
On en déduit, en utilisant la série formelle
V (q)n (x) = d
A
n (P
(q)
0 (x, ξ) +
A∑
s=1
P (q)s (x, ξ)Θ(s, x)) =
+∞∑
k=−n
unkx
−k
que
|unk |p ≤
k + n+ 1
|e|p
p⌊
n
p−1⌋+1.
Lemme 13 On a
lim sup
n→+∞
1
n
ln
∣∣∣U˜ (q)n (x)∣∣∣
p
≤
ln p
p− 1
− (A− 1) ln |x|p
Démonstration En utilisant le lemme 11, on a∣∣∣U˜ (q)n (x)∣∣∣
p
≤ sup
k≥(A−1)n−3
|unk |p |x|
−k
p .
En utilisant le lemme 12, on en déduit que
∣∣∣U˜ (q)n (x)∣∣∣
p
≤ sup
k≥(A−1)n−3
k + n+ 1
|e|p
p⌊
n
p−1⌋+1 |x|−kp
On en déduit que ∣∣∣U˜ (q)n (x)∣∣∣
p
≤M sup
k≥(A−1)n−3
(k + n+ 1) p
n
p−1+1 |x|
−k
p
ave M une onstante indépendante de n. La déroissane du terme de droite nous permet alors de onlure pour n
susamment grand ∣∣∣U˜ (q)n (x)∣∣∣
p
≤M (An− 2) p
n
p−1+1 |x|
−((A−1)n−3)
p .
Démonstration de la proposition 6
Comme x = a
b
et |x|p ≥ qp, on a |b|p = |x|
−1
p . Il en résulte
|µn(b)|p = |x|
−n
p p
−[ np−1 ]
On en déduit
lim
n
1
n
ln |µn(b)|p = − ln |x|p −
ln p
p− 1
(48)
En utilisant le lemme 13 et l'égalité (48), on onlut
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lim sup
n
1
n
ln
∣∣∣U (q)n (x)∣∣∣
p
≤
(
ln p
p− 1
− (A− 1) ln |x|p
)
+
(
− ln |x|p −
ln p
p− 1
)
= −A ln |x|p
Démonstration du proposition 5
La proposition 2 prouve que les oeients des ombinaisons linéaires U
(q)
n (x) sont des éléments de O(K). La
proposition 4 donne l'indépendane des formes linéaires. Le orollaire 3 donne une majoration de la valeur absolue
aux plaes innies des oeients, e qui permet de prendre
c = ln b+
∑
q|b
ln q
q − 1
+A+ (A− 1) ln 2
La proposition 6 nous donne une majoration de la valeur absolue p-adique des formes linéaires. On prend
ρ = A ln |x|p
On peut don appliquer le ritère d'indépendane linéaire et la proposition est démontrée.
Démonstration du théorème 1
Le théorème 1 repose sur la proposition 5 et le fait que [Q(χ) : Q(ξ)] = ϕ(v)
ϕ(e) .
Démonstration du théorème 2
Appliquons la proposition 5 à x = 2
p
et e = 2. On remarque alors que pour p > 2, on a
( 2
p
+j
2
)1−s
2s
〈 2
p
+j
2
〉1−s = 12s .
Cela implique
Tp
(
s,
2
p
)
=
1
2s
(
ζp
(
s,
1
p
)
− ζp
(
s,
p+ 2
2p
))
.
On a de plus
lim
p→+∞
A ln
∣∣∣ 2p ∣∣∣
p
ln p+ ln p
p−1 +A+ (A− 1) ln 2
= A. (49)
On en déduit que pour p susamment grand, l'espae vetoriel engendré par
(
1,
(
Tp
(
s,
2
p
))
s∈[1,A]
)
est de dimension au moins A. L'équation (49) permet de aluler expliitement la borne. Le théorème 2 est don
démontré.
Je te tiens à remerier partiulièrement Tanguy Rivoal pour m'avoir fourni son artile sur les approximants de
Padé de la fontion de Lerh [Ri2℄ et Henri Cohen pour l'aide que m'a apporté son enseignement sur les fontions
p-adiques.
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